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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Низкоразмерные квантовые магнетики на геомет-
рически фрустрированных решетках вызывают в последнее время значительный ин-
терес. Типичным примером таких систем является дельта-цепочка – линейная цепь 
треугольников со спинами в вершинах. Дельта-цепочка с AF-взаимодействиями изу-
чена довольно подробно и обладает рядом необычных свойств. Однако эта же модель 
с конкурирующими ферро (F)- и антиферромагнитными (AF) взаимодействиями изу-
чена существенно меньше. Целью данной работы является изучение дельта-цепочки 
с F- и AF-анизотропными взаимодействиями на критической линии, разделяющей 
фазы основного состояния, определение степени вырождения основного состояния, 
остаточной энтропии и других магнитных свойств. Материалы и методы. Изучение 
модели основано как на аналитическом рассмотрении, так и на результатах числен-
ных расчетов. Предложен метод построения точных волновых функций основного 
состояния и подсчет их числа в каждом спиновом секторе. Аналитические результа-
ты сравнены с численными расчетами конечных цепочек. Результаты. Показано, что 
основное  состояние F-AF дельта-цепочки на критической линии состоит из локали-
зованных состояний магнонов. Наряду с многомагнонными изолированными состоя-
ниями существуют также связанные комплексы магнонов, и их вклад в множество 
основных состояний является преобладающим в термодинамическом пределе.  
Выводы. Спиновые системы с макроскопически вырожденным основным состоянием 
и остаточной энтропией демонстрируют значительный магнитокалорический эффект. 
Учитывая большой прогресс в синтезе низкоразмерных фрустрированных магнети-
ков, можно надеяться, что будут  получены реальные соединения типа F-AF дельта-
цепочки с параметрами, близкими к критическим, которые могут быть использованы 
для создания эффективных магнитоохлаждающих устройств. 
Ключевые слова: квантовые магнетики, фрустрация, магноны, макроскопическое 
вырождение 
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Abstract. Background. Low-dimensional quantum magnets based on geometrically frus-
trated lattices are of considerable interest last time. As a typical example of such systems is 
the delta-chain which is a linear chain of triangles with spins on vertices. The delta-chain 
with AF exchange interactions is well studied and has a number of unusual properties. 
However, the same model with competing ferro (F)-and antiferromagnetic (AF) interactions 
is less studied. The purpose of this work is the study of the anisotropic F-AF delta-chain on 
the critical line separating different ground state phases, the calculation of the ground state 
degeneracy, residual entropy etc. Materials and methods. The study of this model is both 
analytically and numerically. It is proposed a method of construction of exact ground state 
wave functions and accounting of the number of ground ststes states in each spin sector. 
The analytical results are confirmed by numerical calculations of finite chains. Results. It is 
shown that  the ground state manifold of the F-AF delta-chain on the critical line consists of 
localized magnons. Together with isolated magnons there are bound magnon complexes 
which give dominated contribution in ground state manifold in the thermodynamic limit. 
Conclusions. Spin systems with macroscopically degenerated ground state and with residu-
al entropy demonstrate significant magnetocaloric effect. Taking into account great pro-
gress in a synthesis of frustrated magnets, it can be expected that real compounds of the F-
AF delta-chain type with parameters close to critical ones will be obtained and these com-
pounds will be used for the construction of effective magnetocooling devices.  
Keywords: quantum magnets, frustration, magnons, macroscopic degeneracy 
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Введение 
Низкоразмерные квантовые магнетики на геометрически фрустриро-

ванных решетках вызывают в последнее время значительный интерес как  
с экспериментальной, так и с теоретической точек зрения [1–3]. Важным 
классом таких объектов являются соединения, состоящие из треугольных 
кластеров магнитных ионов. К ним относятся магнетики на двумерных  
и квазиодномерных решетках кагоме, пирохлор-решетках, решетках Тасаки  
и др. Типичным примером такой системы является так называемая дельта-
цепочка, представляющая собой линейную цепь треугольников с магнитными 
ионами в их узлах (рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Спиновая модель дельта-цепочки 
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Гамильтониан этой модели имеет вид 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 11
1

2
n

y y yx x x z z z
i i i i i ii ii

i
H J S S S S S S S− −−

=

 = + σ + + σ + Δ + σ − Δ σ +    

 ( )2
2 1 2 1 21

1 1

n n
y yx x z z z z

i i i i i iii
i i

J S S S S S S S h S− −−
= =

 + + + Δ − Δ − σ +   ,  (1) 

где n  – число треугольников в периодической цепочке; iS  и iσ  – операторы 
спинов основания и вершин треугольников c квантовыми числами S и σ; 1J  – 
обменное взаимодействие между спинами основания и вершин треугольни-
ков; 2J  – взаимодействие между ближайшими спинами основания дельта-
цепочки; 1Δ  и 2Δ  – параметры анизотропии соответствующих взаимодей-
ствий; h  – безразмерное магнитное поле. Прямое взаимодействие между 
спинами вершин отсутствует. Постоянные в (1) выбраны так, чтобы энергия 
ферромагнитного (полностью поляризованного) состояния была равна нулю. 

Основное состояние 1
2

s =  изотропной дельта-цепочки ( 1 2 1Δ = Δ = )  

с обоими антиферромагнитными взаимодействиями 1 0J >  и 2 0J >  было 
изучено как функция параметра фрустрации 2 1/J J  в работах [4–8]. При 

2 1
1/
2

J J =  одномагнонные возбуждения (относительно ферромагнитного со-

стояния) образуют бездисперсионную (плоскую) зону. Как известно, в этом 
случае возбуждения локализованы в конечной области решетки. Локализация 
одномагнонных состояний является основой для конструкции точных много-
магнонных состояний, поскольку состояние, образованное независимыми 
(неперекрывающимися) локализованными магнонами, является точным. По-
добная ситуация имеет место и для ряда других антиферромагнитных моде-
лей на фрустрированных решетках. Эти локализованные состояния являются 
основными при насыщающем магнитном поле. Как результат, основное со-
стояние макроскопически вырождено и определение степени вырождения 
(числа локализованных основных состояний) сводится к соответствующей 
задаче классической статистической механики. В частности, для дельта-
цепочки число таких состояний равно 1,618n . 

Основными особенностями антиферромагнитной дельта-цепочки, обу-
словленными наличием макроскопически вырожденных состояний, являются 
плато в кривой намагниченности, конечная энтропия при нулевой температу-
ре и низкотемпературный максимум теплоемкости. 

В то же время дельта-цепочка с ферромагнитным ( 1 0J < ) и антифер-
ромагнитным ( 2 0J > ) взаимодействиями (F-AF дельта-цепочка) также вызы-
вает большой интерес в последнее время. F-AF дельта-цепочка со спинами 

основания и вершин треугольников 1
2

S = σ =  описывает реальные соедине-

ния, в частности комплексы [CuH2O]*[Cu(malH2O]ClO4)2, содержащие маг-
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нитные ионы Cu2+ со спином 1
2

 [9–11]. Очень интересным примером соеди-

нения со структурой F-AF дельта-цепочки являются циклические комплексы 

Fe10Gd10 [12], состоящие из 10 треугольников с ионами Gd (со спином 7
2

σ = ) 

в вершинах и ионами Fe 5
2

S = 
 

 в основаниях. Спин основного состояния 

этих молекул имеет рекордное значение 60S = . Ожидается, что это соедине-
ние весьма перспективно для использования в молекулярной спинтронике и 
для создания эффективных магнитоохладающих устройств.  

Магнитные свойства F-AF дельта-цепочки существенно зависят от па-
раметра фрустрации 2 1/J Jα = . Известно [13], что основное состояние изо-

тропной F-AF модели с 1
2

S = σ =   ферромагнитно, если 1
2

α <  и ферримаг-

нитно при 1
2

α > , т.е. значение 1
2cα =  соответствует квантовой критической 

точке модели. Нами было показано [14], что основное состояние 1
2

s =  изо-

тропной F-AF-модели в критической точке состоит из локализованных состо-
яний, подобных тем, которые существуют в дельта-цепочке с антиферромаг-
нитными взаимодействиями. Однако энергии локализованных состояний  
в последней выше энергии основного синглетного состояния, и они становят-
ся основными только в магнитном поле, близком к полю насыщения. Как по-
казано в [14, 15], локализованные состояния в F-AF-модели являются основ-
ными в нулевом магнитном поле и, что более существенно, наряду с много-
магнонными изолированными состояниями в F-AF-модели имеется еще один 
класс связанных магнонных комплексов, построенных из перекрывающихся 
локализованных состояний. Все эти состояния имеют нулевую энергию, как и 
ферромагнитное состояние, и принадлежат к основному состоянию. Число 
этих состояний W при 1n , равно 2W n= . Таким образом, основное состо-
яние экспоненциально (макроскопически) вырождено, а энтропия на спин 

при нулевой температуре конечна и равна 1 ln 2 0,3465
2

= . Интересно отме-

тить, что число изолированных магнонов, дающих вклад в основное состоя-
ние, равно 0 1,618nW =  и оно экспоненциально мало по сравнению с W . Это 
означает, что подавляющий вклад в число основных состояний вносят много-
магнонные связанные комплексы. 

Интересно рассмотреть расширение 1
2

s =  F-AF дельта-цепочки на слу-

чай анизотропных обменных взаимодействий и других значений спинов.  
В данной работе мы рассмотрим F-AF дельта-цепочку с анизотропией и спи-

ном основания 1S =  и спином вершин 1
2

σ = .   
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Макроскопическoе вырождение основного состояния 
Мы начнем изучение этой модели с рассмотрения одномагнонных  

состояний. Имеются две ветви в спектре состояний с max 1z zS S= −  

max
3
2

z nS = 
 

, энергии которых равны (далее мы примем 1 1J = − ): 

( ) ( ) 1
2 2

3cos
2

E k J k Δ= − Δ + ±  

 ( ) ( )
2

1
2 2 1 2 2 1

3cos 2 cos 1 cos
2

J k J k kΔ ± − Δ + − Δ  − Δ + Δ  + +   
.  (2) 

Условие того, что нижняя ветвь спектра (2) является плоской, приводит 
к соотношению  

 2
1

1
4

J =
Δ

.  (3) 

Независимость энергии нижней ветви спектра от импульса k  соответ-
ствует тому, что одномагнонные состояния локализованы и могут быть вы-
браны в виде 

 1
1

1
4i i i iF S F− − −

+
 

ϕ = σ + + σ Δ 
,  (4) 

где | F  – ферромагнитное состояние со всеми спинами вверх, а  i
−σ  и iS−  –

понижающие операторы. Волновая функция (4) локализована в долине между 
соседними треугольниками. 

Состояние (4) является точным, но потребуем также, чтобы его энергия 
была равна нулю, как и энергия ферромагнитного состояния. (Как будет ясно 
из нижеследующего, это необходимо для возникновения макроскопического 
вырождения основного состояния.) Условие того, что энергия нижней ветви 
(2) равна нулю, приводит к следующему соотношению для параметров ани-
зотропии взаимодействий:  

 2
2 12 1Δ = Δ − .  (5) 

Чтобы доказать, что энергия основного состояния F-AF дельта-цепочки 
при выполнении условий (3) и (5) равна нулю, представим гамильтониан (1)  
в виде  

 
1

n

i
i

H H
=

= ,  (6) 

где iH  – гамильтониан i-го треугольника: 

( ) ( ) ( )1 1 3 2 1 1 3 2 11 3 2
y y yx x x z z zH S S S S S S = − + σ + + σ + Δ + σ − Δ +  
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 2 1 3 2 1 3 21 3
y yx x z zJ S S S S S S + + + Δ − Δ  ,  (7) 

параметры взаимодействий 2J  и 2Δ  определены соотношениями (3) и (5). 
Спектр гамильтониана (7) состоит из 18 состояний, из которых 10 име-

ют энергию 0E =  (2 состояния с 5
2

zS = ±  , 4 состояния с 3
2

zS = ±  и 4 состо-

яния с 1
2

zS = ± ), а остальные – энергию 0E > . Поскольку гамильтонианы 

соседних треугольников не коммутируют друг с другом, энергия основного 
состояния 0E  удовлетворяет неравенству 

 0 0 0iE E≥ = ,  (8) 

где 0iE  – энергия основного состояния i-го треугольника ( 0 0iE = ). 
Неравенство (8) превращается в равенство, так как энергия основного 

состояния в спиновых секторах max
z zS S=  и max 1z zS S= −  равна нулю.  

Возникает вопрос, как много состояний в других спиновых секторах 
имеют нулевую энергию и, следовательно, также принадлежат основному со-
стоянию модели?  

Рассмотрим, например, двухмагнонный спиновый сектор max 2.z zS S= −  
Очевидно, что пары изолированных магнонов являются точными состояния-
ми с нулевой энергией. Однако они не исчерпывают всех типов двухмагнон-
ных состояний, дающих вклад в основное состояние. Рассмотрим, например, 
двухмагнонное состояние следующего вида:  

 ( )1 1i i i iC F− +ϕ ϕ + ϕ + ϕ ,  (9) 

где 2
12 1C = Δ − . 

Можно убедиться, что (9) является точной волновой функцией с нуле-
вой энергией гамильтонианов 1 1, ,i i iH H H− +  и всех других. Функция (9) со-
держит перекрывающиеся магноны и описывает двухмагнонный связанный 
комплекс. Основное состояние в спиновом секторе max 2 z zS S= − состоит из 

( )3
2

n n −
 пар изолированных магнонов и n  комплексов (9). Таким образом, 

полное число основных двухмагнонных состояний равно 2Сn .  
Функции типа (9) могут быть обобщены на многомагнонный случай, 

так что они описывают многомагнонные комплексы. Анализ, подобный про-

веденному нами ранее [14–17] для изотропной 1
2

s =  F-AF дельта-цепочки, 

показывает, что полное число основных состояний ( ),W n k  в секторе 

max
z zS S k= −  равно:  

 ( ) ( ) 2 3, , 0 ; , ,
2 2 2

k n
n n

n n nW n k C k W n k C k= ≤ ≤ = ≤ ≤ .  (10) 
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Полное число вырожденных основных состояний ( )W n  равно:  

 ( ) 22 2n n
nW n nC= + .  (11) 

Результаты (10) и (11) были подтверждены в численных расчетах ко-
нечных F-AF дельта-цепочек. 

Согласно уравнению (11) основное состояния F-AF дельта-цепочки со 

спинами 1S =  и 1
2

σ =  макроскопически вырождено и энтропия на узел 0s  

при 0T =  конечна и равна 0
1 ln 2
2

s = . 

Уравнения (3) и (5) определяют однопараметрическую критическую 
линию, зависящую от 1Δ  и разделяющую фазы основного состояния. При 
изменении  параметра анизотропии 1Δ  от 1 0Δ =  до 1Δ = ∞  модель интерпо-
лирует между изотропной 1s =  ферромагнитной цепочкой на основаниях 
треугольников и моделью Изинга на дельта-цепочке. Гамильтониан послед-
ней имеет вид  

 ( )1 1
1 1

1
2

n n
z z z z z
i i i i i

i i
H S S S S− −

= =
= + σ +  .  (12) 

Основное состояние этой модели также макроскопически вырождено и 
число вырожденных основных состояний ( )W n  может быть найдено с ис-
пользованием метода трансфер-матрицы. При 1n  оно равно:  

 ( ) 3 17 3,561
2

n
nW n

 += ≈  
 

.  (13) 

Поперечные взаимодействия при конечных значениях 1Δ  частично 

снимают это вырождение до значения ( ) 2nW n ≈ . В другом пределе 1 0Δ = , 

( ) ( )2 2 1nW n n= + . На всей остальной критической линии вырождение ос-
новного состояния дается выражением (11).  

Одно из интересных особенностей модели на критической линии явля-
ется ее низкотемпературное поведение в магнитном поле. Намагниченность 
на спин m , вычисленная с учетом вклада только основных состояний (что 

справедливо при Th
n

 ), равна:  

 3 1
2 1 h Tm

e
= −

+
.  (14) 

Как следует из этого уравнения, намагниченность при 0h =  равна 1. 
Таким образом, дельта-цепочка магнитоупорядочена на критической линии, и 
намагниченность испытывает скачок от 3 / 2m =  в ферромагнитной фазе  
к 1m =  на критической линии. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 4 

 148

Как мы отмечали ранее, критическая линия разделяет фазы основного 
состояния. При 2 1 / 4J < Δ  основное состояние ферромагнитно. Как показы-
вают численные расчеты, основное состояние в области 2 1 / 4J > Δ  ферри-

магнитно при 1 1Δ ≤  (с намагниченностью 1m = ) и имеет 0zS =  для 1 1Δ > . 

Заключение 
Мы рассмотрели основное состояние квантовой спиновой дельта-

цепочки со спинами 1
2

 в вершинах и спинами 1 в основаниях и анизотроп-

ными обменными взаимодействиями ферро- и антиферромагнитного типов. 
При определенном соотношении величин взаимодействий нижайшая ветвь  
в спектре одномагнонных состояний становится (бездисперсионной) плоской, 
что означает существование точных локализованных состояний. Эти локали-
зованные состояния принадлежат к множеству основных состояний. Наряду  
с наличием изолированных многомагнонных состояний, также являющихся 
основными, существуют связанные многомагнонные комплексы, вносящие 
определяющий вклад в макроскопическое вырождение основного состояния. 
Весьма необычным свойством модели на критической линии является вы-
рождение основного состояния по значению проекции полного спина zS : со-
стояния со всеми возможными значениями zS  являются основными. При 
выбранном соотношении обменных взаимодействий модель зависит от одно-
го параметра, в качестве которого выбран параметр анизотропии 1Δ . В пре-
дельных случаях 1 0Δ =  и 1Δ = ∞  модель сводится к изотропной ферромаг-
нитной цепочке спинов основания и модели Изинга на дельта-цепочке. Важ-
но отметить, что вырождение основного состояния при всех значениях 1Δ   
(за исключением предельных) одно и то же и приводит к ненулевой энтропии 
при 0T = . 

При выполнении условий (3) и (5) модель описывает фазовую границу 
между ферромагнитным и ферримагнитным (или c 0zS = ) основным состоя-
ниями. 
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